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1 Suites arithmético-géométiques

Définition 1

Une suite de nombres (un) vérifiant un+1 = aun + b est dite arithmético-géométrique (ou à
récurrence affine).

Remarque. Si une suite arithmético-géométrique vérifiant un+1 = aun + b converge alors sa limite
x est solution de l’équation x = ax + b.

Propriété 1

Soit une suite arithmético-géométrique vérifiant un+1 = aun + b, avec −1 < a < 1.
La suite (un) converge vers le nombre c vérifiant c = ac + b.

Preuve.
Soit c la solution unique de l’équation x = ax + b.
Soit la suite (xn) définie par xn = un − c, avec c = ac + b.
On déduit par soustraction : un+1− c = aun + b−ac− b soit un+1− c = a(un− c) et donc xn+1 = axn.
La suite (xn) est géométrique de raison a et de premier terme u0 − c.
D’où pour tout entier naturel n, xn = x0 × an et donc un = x0 × an + c.
−1 < a < 1 donc lim

x→∞
an = 0. On en déduit que la suite un converge vers c.

2 Suites de matrices colonnes (Un) vérifiant Un+1 = AUn + B.

2.1 Convergence d’une suite de matrices

Définition 2 – Convergence d’une suite de matrices

(Un) est une suite de matrices de format donné, L est une matrice de même format.
Dire que la suite (Un) a pour limite L signifie que la suite des coefficients Un a pour limite les
coefficients de L.

Exemple. Un =

3 + 0, 1n

5 + 0, 8n

4 + 0, 2n

, n ∈ N. La suite (Un) a pour limite la matrice

3
5
4


Remarque. Si une suite de matrices colonnes (Un) vérifiant Un+1 = AUn + B est convergente, alors
sa limite X est une matrice colonne vérifiant l’égalité X = AX + B.
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2.2 Etude des suites de matrices colonnes vérifiant Un+1 = AUn + B

Propriété 2

Soit une suite de matrices colonnes (Xn) telle que pour tout n > 0, Xn+1 = AXn.
Xn = AnX0 pour tout n > 0.

Preuve. (démonstration par récurrence)
La propriété est vraie au rang n = 0.
On suppose la propriété vraie au rang k, c’est-à-dire Xk = AkX0
Au rang k + 1, on a : Xk+1 = A× (AkX0) = (A×Ak)×X0 = Ak+1X0.
La propriété est vraie au rang k + 1.
D’après le principe de récurrence, la propriété est donc vraie pour tout n > 0.

Propriété 3

Soit I la matrice identité de même taille qu’une matrice A.
Si la matrice I − A est inversible, pour toute matrice colonne B de même taille que A, il existe
une et une seule matrice colonne X vérifiant X = AX + B.

Preuve. X = AX + B ⇔ X −AX = B ⇔ (I −A)X = B ⇔ X = (I −A)−1 ×B.

Propriété 4

(propriété admise)
Soit I la matrice identité de même taille qu’une matrice A.
Dans le cas où la matrice I−A n’est pas inversible, il n’existe aucune matrice colonne X vérifiant
X = AX + B ou bien une infinité de matrices colonne X vérifiant X = AX + B.

Méthode. Détermination d’une formule explicite
De Un+1 = AUn + B et C = AC + B.
L’équation C = AC + B admet une unique solution : C = (I −A)−1B.
Par soustraction : Un+1 − C = A(Un − C).
Posons Xn = Un − C. On a donc Xn+1 = AXn.
D’après le propriété 2, on en déduit Xn = AnX0.
On en déduit Un − C = An(U0 − C), d’où Un = An(U0 − C) + C avec C = (I −A)−1B.
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